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摘　要：研究了树的（ｋ，ｄ）－集有序优美标号和（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号。通过连接顶点个数较小的
（ｋ，ｄ）－集有序优美树的方式，利用可算法化的构造性证明可得到具有较大顶点数目的（ｋ，ｄ）－边魔幻全标号的
树，建立了（ｋ，ｄ）－集有序优美标号和（ｋ，ｄ）－边魔幻全标号之间的联系。
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　　１９６３年，Ｒｉｎｇｅｌ猜测：对预先给定的具有ｎ＋１
个顶点的树，每一个２ｎ＋１个顶点的完全图 Ｋ２ｎ＋１
可以被分解为２ｎ＋１棵树，使得这些树均同构于预
先给定的树。在研究Ｒｉｎｇｅｌ猜想的过程中，Ｒｏｓａ发
现：如果所有的树都是优美树，则 Ｒｉｎｇ猜想成立。
然而，Ｒｏｓａ的优美树猜想至今没有被证明或否定，
使得这个猜想至今仍是一个吸引人的困难问题。对

于数学猜想的进攻，导致图的着色和标号迅速发展

成为当今图论学科中十分活跃的分支，图的优美标

号也成为目前图论研究的一个热点问题［１－１２］，他们

在编码理论、通讯网络、物流等方面均有着重要的

应用。在此基础上发展出了奇优美标号、魔幻标

号、幸福标号、（ｋ，ｄ）－优美标号、（ｋ，ｄ）－边魔幻
全标号等十多种标号［７－１３］。

１　概　念
记号 ［ｍ，ｎ］表示一个非负整数集 ｛ｍ，ｍ＋

１，ｍ＋２，…，ｎ｝，其中ｍ和ｎ均为整数，且满足０
≤ｍ＜ｎ；记号 ［ｍ，ｍ＋ｎｄ］ｄ表示非负整数集
｛ｍ，ｍ＋ｄ，ｍ＋２ｄ，…，ｍ＋ｎｄ｝，其中 ｍ，ｎ，ｄ均
为非负整数；把度数为１的顶点称为叶子。文中所
考虑的图均为有限、无向、简单图，图Ｇ的顶点个
数记为｜Ｖ（Ｇ）｜，一个（ｐ，ｑ）－图Ｇ具有ｐ个顶点
和ｑ条边。本文没有定义的术语和符号均采用于文
献［１－３］。由于 （ｋ，ｄ）－边魔幻全标号的结论甚少，
本文将利用规模较小的具有（ｋ，ｄ）－边魔幻全标号
的树来构造较大规模的具有（ｋ，ｄ）－边魔幻全标号
的树。而且，我们的构造方法可以转化为多项式的
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算法。下面给出本文要用到的几个标号定义。

定义１［１０，１２］　对于给定的（ｐ，ｑ）－图Ｇ，如果
存在一个单射ｆ：Ｖ（Ｇ）→［０，ｑ］，使得边标号集合
｛ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜：ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝［１，ｑ］，
则称ｆ是 Ｇ的一个优美标号，也称 Ｇ为优美图。此
外，若Ｇ是具有顶点二部划分（Ｘ，Ｙ）的二分图，且
ｆ满足ｍａｘ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｘ｝＜ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）｜ｙ∈Ｙ｝（以
下简记为ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ）），则称ｆ是Ｇ的一个集有序
优美标号。

以下顶点标号集合｛ｆ（ｕ）｜ｕ∈Ｖ（Ｇ）｝简记为
ｆ（Ｖ（Ｇ）），边标号集合｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ∈ Ｅ（Ｇ）｝简记
为ｆ（Ｅ（Ｇ））。

定义２［１０，１２］　 如果（ｐ，ｑ）－图 Ｇ有一个映射
ｆ：Ｖ（Ｇ）→［０，ｋ＋（ｑ－１）ｄ］，使得Ｇ的任何２个顶
点ｘ，ｙ满足ｆ（ｘ）≠ｆ（ｙ），且定义每条边ｕｖ的标号
为ｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜，当ｆ（Ｅ（Ｇ））＝｛ｆ（ｕｖ）
｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝＝｛ｋ，ｋ＋ｄ，ｋ＋２ｄ，…，ｋ＋（ｑ－
１）ｄ｝（ｋ，ｄ≥１）时，则称ｆ是（ｐ，ｑ）－图Ｇ的一个
（ｋ，ｄ）－优美标号，也称 Ｇ为（ｋ，ｄ）－优美图。此
外，若Ｇ是具有顶点二部划分（Ｘ，Ｙ）的偶图，且 ｆ
满足ｍａｘ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｘ｝＜ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）｜ｙ∈Ｙ｝，则
称ｆ是Ｇ的一个（ｋ，ｄ）－集有序优美标号。

定义３［１０］　设Ｇ是（ｐ，ｑ）－图。若存在常数 λ
和双射ｆ：Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）→［１，ｐ＋ｑ］，使对Ｇ的任
意一条边ｕｖ∈Ｅ，总有ｆ（ｕ）＋ｆ（ｖ）＋ｆ（ｕｖ）＝λ，则
称ｆ为图Ｇ的一个边魔幻全标号，λ为魔幻常数。此
外，若Ｇ是具有顶点二部划分（Ｘ，Ｙ）的偶图，且 ｆ
满足ｆ（Ｘ∪Ｙ）＝［１，ｐ］和ｍａｘ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｘ｝＜
ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）｜ｙ∈Ｙ｝，则称ｆ是Ｇ的一个超级集有序
边魔幻全标号。

定义４［１０］　设Ｇ是（ｐ，ｑ）－图。若存在常数 λ
和双射ｆ：Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）→｛ｄ，２ｄ，…，μｄ，ｋ＋（μ
＋１）ｄ，ｋ＋（ｐ＋ｑ－１）ｄ｝，μ∈［１，ｐ＋ｑ－１］，使
对Ｇ的任意一条边 ｕｖ∈ Ｅ，总有 ｆ（ｕ）＋ｆ（ｖ）＋
ｆ（ｕｖ）＝λ，则称ｆ为图Ｇ的一个（ｋ，ｄ）－边魔幻全
标号，λ为魔幻常数。此外，若树Ｇ是具有顶点二部
划分（Ｘ，Ｙ）的偶图，且ｆ满足ｆ（Ｘ）＝｛ｄ，２ｄ，…，
｜Ｘ｜ｄ｝，ｆ（Ｙ）＝｛ｋ＋｜Ｘ｜ｄ，ｋ＋（｜Ｘ｜＋１）ｄ，…，
ｋ＋（｜Ｘ｜＋｜Ｙ｜－１）ｄ｝，则称ｆ是Ｇ的一个（ｋ，ｄ）－
超级集有序边魔幻全标号。

定义 ５　设 Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ｜Ｖ（Ｔ）｜和 Ｔ是树，
Ｖ（Ｔ）＝｛ｕｉ｜ｉ∈［１，｜Ｖ（Ｔ）｜］｝。对每一个ｉ∈［１，
｜Ｖ（Ｔ）｜］，将Ｔ的一个顶点ｕｉ与树Ｈｉ中的一个顶
点重合，得到的图Ｇ叫做复合图，记为 Ｇ＝＜Ｈ１，
Ｈ２，…，Ｈ｜Ｖ（Ｔ）｜ ＞。若 ｜Ｖ（Ｈ１）｜＝｜Ｖ（Ｈ２）｜＝…

＝｜Ｖ（Ｈ｜Ｖ（Ｔ）｜）｜，则称 Ｇ为对称树。若 Ｖ（Ｈ１）＝
Ｖ（Ｈ２）＝… ＝Ｖ（Ｈ｜Ｖ（Ｔ）｜），则称 Ｇ为一致对称树，
特记作（Ｔ，Ｈ）。

２　主要结论
引理１　一棵树是（ｋ，ｄ）－集有序优美的充要

条件是它具有（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号。
证明　设ｎ个顶点的树Ｔ的顶点集二部划分为

（Ｘ，Ｙ），这里Ｘ＝｛ｘｉ｜ｉ∈ ［１，ｓ］｝和Ｙ＝｛ｙｉ｜
ｉ∈ ［１，ｔ］｝，ｓ＋ｔ＝ｎ。

必要性　设树Ｔ有一个（ｋ，ｄ）－集有序优美标
号ｆ，使得

ｆ（ｘｉ）＝（ｉ－１）ｄ，ｉ∈［１，ｓ］；
ｆ（ｙｊ）＝ｋ＋（ｓ＋ｊ－２）ｄ，ｊ∈［１，ｔ］；

对边ｘｉｙｊ∈Ｅ（Ｔ），有
ｆ（ｘｉｙｊ）＝ｆ（ｙｊ）－ｆ（ｘｉ）＝ｋ＋（ｓ＋ｊ－ｉ－１）ｄ
注意到，ｆ（Ｖ（Ｔ））＝［０，（ｓ－１）ｄ］ｄ∪［ｋ＋（ｓ

－１）ｄ，ｋ＋（ｎ－２）ｄ］ｄ和ｆ（Ｅ（Ｔ））＝［ｋ，ｋ＋（ｎ－
２）ｄ］ｄ。利用ｆ作Ｔ的另一个标号ｇ如下：

ｇ（ｘｉ）＝ｆ（ｘｉ）＋ｄ，ｉ∈［１，ｓ］；
ｇ（ｙｊ）＝ｆ（ｙｔ－ｊ＋１）＋ｄ，ｊ∈［１，ｔ］；

对边ｘｉｙｊ∈Ｅ（Ｔ），令ｇ（ｘｉｙｊ）＝ｎｄ＋ｆ（ｘｉｙｊ）
易知ｇ（ｘｉ）∈［ｄ，ｓｄ］

ｄ，ｇ（ｙｊ）∈［ｋ＋ｓｄ，ｋ＋
（ｓ＋ｔ－１）ｄ］ｄ和 ｇ（ｘｉｙｊ）∈ ［ｎｄ＋ｋ，ｋ＋（２ｎ－
２）ｄ］ｄ。进一步，得到

ｇ（ｘｉ）＋ｇ（ｘｉｙｊ）＋ｇ（ｙｊ）＝
ｆ（ｘｉ）＋ｄ＋ｎｄ＋ｆ（ｘｉｙｊ）＋ｆ（ｙｔ－ｊ＋１）＋ｄ＝
ｉｄ＋ｎｄ＋ｋ＋（ｓ＋ｊ－ｉ－１）ｄ＋ｋ＋

（ｓ＋ｔ－ｊ＋１－２）ｄ＋ｄ＝２ｋ＋（２ｎ＋ｓ－１）ｄ
所以，标号ｇ是树Ｔ的一个（ｋ，ｄ）－超级集有序边
魔幻全标号。

充分性　设树Ｔ有一个超级集有序边魔幻全标
号ｈ，使得ｈ（ｘｉ）＝ｉｄ，ｉ∈［１，ｓ］，ｈ（ｙｊ）＝ｋ＋（ｎ
－ｊ）ｄ，ｊ∈［１，ｔ］，以及ｈ（ｘｉｙｊ）＝ｋ＋（２ｎ－ｔ－ｊ－
ｉ－１）ｄ。注意到ｈ（Ｖ（Ｔ））＝［ｄ，ｓｄ］ｄ∪［ｋ＋ｓｄ，ｋ
＋（ｓ＋ｔ－１）ｄ］ｄ，ｈ（Ｅ（Ｔ））＝［ｎｄ＋ｋ，ｋ＋（２ｎ－
２）ｄ］ｄ，且ｈ（ｘｉ）＋ｈ（ｘｉｙｊ）＋ｈ（ｙｊ）＝２ｋ＋（３ｎ－ｔ－
１）ｄ。利用ｈ作Ｔ的一个标号α如下：

α（ｘｉ）＝ｈ（ｘｉ）－ｄ，ｉ∈［１，ｓ］；
α（ｙｊ）＝ｈ（ｙｔ－ｊ＋１）－ｄ，ｊ∈［１，ｔ］；

α（ｘｉｙｊ）＝ｈ（ｘｉｙｊ）－ｎｄ
由于，

α（ｙｊ）－α（ｘｉ）＝ｈ（ｙｔ－ｊ＋１）－
ｄ（－ｈ（ｘｉ）－ｄ）＝ｈ（ｙｔ－ｊ＋１）－ｈ（ｘｉ）＝

８６
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ｋ＋（ｎ－ｔ＋ｊ－ｉ－１）ｄ＝ｈ（ｘｉｙｊ）－ｎｄ＝α（ｘｉｙｊ），
α（ｘｉ）∈［０，（ｓ－１）ｄ］

ｄ，

α（ｙｊ）∈［ｋ＋（ｓ－１）ｄ，ｋ＋（ｎ－２）ｄ］
ｄ，

α（ｘｉｙｊ）∈［ｋ，ｋ＋（ｎ－２）ｄ］
ｄ

故

α（Ｖ（Ｔ））＝［０，（ｓ－１）ｄ］ｄ∪
［ｋ＋（ｓ－１）ｄ，ｋ＋（ｎ－２）ｄ］ｄ，

α（Ｅ（Ｔ））＝［ｋ，ｋ＋（ｎ－２）ｄ］ｄ

以上论证说明，标号α是树Ｔ的一个（ｋ，ｄ）－集有
序优美标号，如图１所示。

定理１　Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｍ为 （ｋ，ｄ）－集有序优
美树。则存在顶点ｕｉ∈Ｖ（Ｔｉ）（ｉ∈［１，ｍ］），使得
用边连接顶点ｕｊ与顶点ｕｊ＋１（ｊ∈［１，ｍ－１］）后得

图１　（ｋ，ｄ）－集有序优美标号和（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号
Ｆｉｇ１　Ａｓｅｔｏｒｄｅｒｅｄ（ｋ，ｄ）ｇｒａｃｅｆｕｌｌａｂｅｌｌｉｎｇ，ａｎｄａｓｕｐｅｒｓｅｔｏｒｄｅｒｅｄ（ｋ，ｄ）ｅｄｇｅｍａｇｉｃｔｏｔａｌｌａｂｅｌｌｉｎｇ

到的树Ｈ具有（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号。
证明　对ｌ∈［１，ｍ］，设Ｔｌ是ｎｌ个顶点的（ｋ，

ｄ） －集有序优美树，其顶点集合二部划分（Ｘｌ，
Ｙｌ）满足Ｘｌ＝｛ｘｌ，ｉ｜ｉ∈［１，ｓｌ］｝和Ｙｌ＝｛ｙｌ，ｊ｜ｊ∈
［１，ｔｌ］｝，这里ｓｌ＋ｔｌ＝ｎｌ。由引理１，树Ｔｌ（ｌ∈［１，
ｍ］）有一个（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号 ｇｌ，
使当ｉ∈［１，ｓｌ］和ｊ∈［１，ｔｌ］，有

ｇｌ（ｘｌ，ｉ）＝ｉｄ，ｇｌ（ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ）＝
ｌ＋（ｎｌ＋ｓｌ＋ｊ－ｉ－１）ｄ，
ｇｌ（ｙｌ，ｊ）＝ｌ＋（ｎｌｄ－ｊ）ｄ

以及

ｇｌ（ｘｌ，ｉ）＋ｇｌ（ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ）＋ｇｌ（ｙｌ，ｊ）＝
２ｌ＋（２ｎｌ＋ｓｌ－１）ｄ

对ｌ∈［１，ｍ－１］，用边将树Ｔｌ的顶点ｙｌ，１与树Ｔｌ＋１
的顶点ｘｌ＋１，１连接在一起，就得到本定理所要求的
树Ｈ。利用上述 ｍ个超级集有序边魔幻全标号 ｇｌ（ｌ
∈［１，ｍ］），给树Ｈ定义一个标号ｇ如下：

（ｉ）对ｌ∈ ［１，ｍ］，令 ｇ（ｘｌ，ｉ） ＝ｇｌ（ｘｌ，ｉ）
＋ｄ∑ｌ－１

ｌ＝１ｓｌ，ｌ∈ ［１，ｍ］，ｉ∈ ［１，ｓｌ］，其中ｘｌ，ｉ∈Ｘｌ
Ｖ（Ｔｌ）；

（ｉｉ）对ｌ∈ ［１，ｍ］，令 ｇ（ｙｌ，ｊ）＝ｇｌ（ｙｌ，ｊ）＋

ｄ∑ｌ－１

ｌ＝１
ｎｌ＋ｄ∑ｍ

ｌ＝ｌ＋１
ｓｌ，ｌ∈［１，ｍ］，ｊ∈［１，ｔｌ］，其

中ｙｌ，ｊ∈ＹｌＶ（Ｔｌ）；
（ｉｉｉ）对边 ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ∈ Ｅ（Ｔｌ），令 ｇ（ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ）＝

ｇｌ（ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ）＋ｄ·
　
　∑

ｍ

ｒ＝１
ｎｒ＋∑ｍ

ｌ＝ｌ＋１
ｎｌ－ｎ( )ｌ；

（ｉｖ）对ｌ∈［１，ｍ－１］，Ｔｌ与Ｔｌ＋１之间的连边
ｘｌ＋１，１ｙｌ，１的边标号为

ｇ（ｘｌ＋１，１ｙｌ，１）＝ｋ＋
　
　
２∑
ｍ

ｒ＝１
ｎｒ－∑

ｌ

ｌ＝１
ｎｌ－( )１ｄ，

ｌ∈［１，ｍ－１］
不难验证，

ｇ（ｘｌ，ｉ）∈
　
　
ｄ，ｄ∑

ｍ

ｉ＝１
ｓ[ ]ｉ

ｄ

，ｌ∈［１，ｍ］，ｉ∈［１，ｓｌ］；

ｇ（ｙｌ，ｊ）∈
　
　
ｋ＋ｄ∑

ｍ

ｊ＝１
ｓｊ，ｋ＋ｄ（Ｍ－１[ ]）

ｄ

，

ｌ∈［１，ｍ］，ｊ∈［１，ｔｌ］
以及

ｇ（Ｅ（Ｈ））＝［ｋ＋Ｍｄ，ｋ＋２Ｍｄ－２ｄ］ｄ，

ｇ（Ｖ（Ｈ））＝　
　
ｄ，ｄ∑

ｍ

ｊ＝１
ｓ[ ]ｊ
ｄ

∪

　
　
ｋ＋ｄ∑

ｍ

ｊ＝１
ｓｊ，ｋ＋ｄ（Ｍ－１[ ]）

ｄ

其中 Ｍ ＝∑
ｍ

ｌ＝１
ｎｌ。对边 ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ∈ Ｔｌ Ｅ（Ｈ）

（ｌ∈［１，ｍ］），可得
ｇ（ｘｌ，ｉ）＋ｇ（ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ）＋ｇ（ｙｌ，ｊ）＝

ｇｌ（ｘｌ，ｉ）＋ｄ∑
ｌ－１

ｌ＝１
ｓｌ＋ｇｌ（ｘｌ，ｉｙｌ，ｊ）＋

　
　∑

ｍ

ｒ＝１
ｎｒ＋∑

ｍ

ｌ＝ｌ＝１
ｎｌ－ｎ( )ｌｄ＋ｇｌ（ｙｌ，ｊ）＋

ｄ∑
ｌ－１

ｌ＝１
ｎｌ∑

ｍ

ｌ＝ｌ＋１
ｓｌ＋ｄ＝２ｋ＋（２ｎｌ＋ｓｌ－１）ｄ＋

ｄ∑
ｍ

ｌ＝１
ｓｌ－ｓｌ＋

　
　∑

ｍ

ｒ＝１
ｎｒ＋∑

ｍ

ｌ＝ｌ＋１
ｎｌ－ｎ( )ｌｄ＋

ｄ∑
ｌ－１

ｌ＝１
ｎｌ＝２ｋ＋

　
　
２∑
ｍ

ｒ＝１
ｎｒ＋∑

ｍ

ｌ＝１
ｓｌ－( )１ｄ

对边ｘｌ＋１，１ｙｌ，１∈Ｅ（Ｈ），ｌ∈［１，ｍ－１］，有
ｇ（ｘｌ＋１，１）＋ｇ（ｘｌ＋１，１ｙｌ，１）＋ｇ（ｙｌ，１）＝

ｇｌ＋１（ｘｌ＋１，１）＋ｄ∑
ｌ

ｌ＝１
ｓｌ＋ｋ＋

９６
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　２∑
ｍ

ｒ＝１
ｎｒ－∑

ｌ

ｌ＝１
ｎｌ－( )１ｄ＋ｇｌ（ｙｌ，１）＋

ｄ∑
ｌ－１

ｌ＝１
ｎｌ＋ｄ∑

ｍ

ｌ＝ｌ＋１
ｓｌ＝

ｄ＋ｄ∑
ｌ

ｌ＝１
ｓｌ＋ｋ＋ 　２∑

ｍ

ｒ＝１
ｎｒ－∑

ｌ

ｌ＝１
ｎｌ－( )１ｄ＋

ｋ＋（ｎｌ－１）ｄ＋ｄ∑
ｌ－１

ｌ＝１
ｎｌ＋ｄ∑

ｍ

ｌ＝ｌ＋１
ｓｌ＝

２ｋ＋　
　
２∑
ｍ

ｒ＝１
ｎｒ＋∑

ｍ

ｌ＝１
ｓｌ－( )１ｄ

从而，对每一条边ｘｙ∈Ｅ（Ｈ），总有 ｇ（ｘ）＋ｇ（ｘｙ）

＋ｇ（ｙ）＝２ｋ＋ ２∑
ｍ

ｒ＝１
ｎｒ＋∑

ｍ

ｌ＝１
ｓｌ－１( )　　ｄ。所以，标号ｇ

是树Ｈ的一个（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号。
本定理得证。

观察图２中的例子，不难发现，有多种方法可以
将树Ｔ１，Ｔ２，…，Ｔｍ“串联”在一起，从而构成较大
规模的具有（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号的树。

图２　解释定理１的例子，其中树Ｈ的一个（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号
Ｆｉｇ２　Ａｓｕｐｅｒ（ｋ，ｄ）－ｅｄｇｅｍａｇｉｃｔｏｔａｌｌａｂｅｌｌｉｎｇｏｆｔｈｅｔｒｅｅＨｆｏｒｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ１

　　定理２　设树Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ｜Ｖ（Ｔ）｜均具有（ｋ，ｄ）
－超级集有序边魔幻全标号，且它们的最大独立集
的顶点标号均相同，树Ｔ是集有序优美树，且其顶

点集二部划分（Ｘ，Ｙ）满足 　
　
｜Ｘ｜－｜Ｙ｜≤１，则对

称树Ｇ ＝＜Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ｜Ｖ（Ｔ）｜＞具有（ｋ，ｄ）－超
级集有序边魔幻全标号。

证明　根据定理假设，树Ｔ是ｐ个顶点的集有
序优美树，其顶点集二部划分为（Ｘ，Ｙ），其中
　
　
｜Ｘ｜－｜Ｙ｜≤１，Ｘ＝｛ｗ１，ｗ２，…，ｗｌ｝，Ｙ＝

｛ｗｌ＋１，ｗｌ＋２，…，ｗｐ｝，且Ｔ有一个集有序优美标号
ｆ，使得

ｆ（ｗｉ）＝ｉ－１，（ｉ∈［１，ｐ］）；ｆ（ｗｉｗｊ）＝
｜ｉ－ｊ｜，（ｉ∈［１，ｐ－１］），且ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ）

注意到，每一棵树Ｈｉ有一个（ｋ，ｄ）－超级集有序边
魔幻全标号ｇｉ，使得
ｇｉ（ｕ１）＜ｇｉ（ｕ２）＜… ＜ｇｉ（ｕｓ）＜ｇｉ（ｖ１）＜

ｇｉ（ｖ２）＜… ＜ｇｉ（ｖｔ），ｓｉ＋ｔｉ＝ｎｉ
其中ｇｉ（ｕｉ）∈Ｘｉ，ｇｉ（ｖｊ）∈Ｙｉ，（Ｘｉ，Ｙｉ）为Ｖ（Ｈｉ）
的二部划分。显然有

ｇｉ（Ｖ（Ｈｉ））＝［ｄ，ｓｉｄ］
ｄ∪［ｋ＋ｓｉｄ，ｋ＋（ｎ－１）ｄ］

ｄ，

ｇｉ（Ｅ（Ｈｉ））＝［ｋ＋ｎｉｄ，ｋ＋２（ｎｉ－２）ｄ］
ｄ，

以及ｇｉ（ｕｉ）＋ｇｉ（ｕｉｖｊ）＋ｇｉ（ｖｊ）＝２ｋ＋（２ｎｉ＋ｓｉ－
１）ｄ，ｉ∈［１，ｐ］

根据定理的假设，所有树Ｈｉ（ｉ∈［１，ｐ］）的最
大独立集的顶点标号均相同，故可设树 Ｈ０有一个
（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号ｇ０，使得
ｇ０（ｕ１）＜ｇ０（ｕ１）＜… ＜ｇ０（ｕｓ）＜ｇ０（ｖ１）＜

ｇｉ（ｖ２）＜… ＜ｇ０（ｖｔ），ｓ＋ｔ＝ｎ
其中 ｇ０（ｕｉ）∈ Ｘ０，ｇ０（ｖｊ）∈ Ｙ０，且（Ｘ０，Ｙ０）为
Ｖ（Ｈ０）的二部划分。同时满足 ｇ０（ｕｉ）＝ｇｌ（ｕｉ），
ｇ０（ｖｊ）＝ｇｌ（ｖｊ）ｉ∈［１，ｓ］，ｊ∈［１，ｔ］，ｌ∈［１，ｐ］。
显然，ｇ０（Ｖ（Ｈ０））＝［ｄ，ｓｉｄ］

ｄ∪［ｋ＋ｓｉｄ，ｋ＋（ｎ－
１）ｄ］ｄ，ｇ０（Ｅ（Ｈ０））＝［ｋ＋ｎｄ，ｋ＋２（ｎ－２）ｄ］

ｄ，以及

ｇ０（ｕｉ）＋ｇ０（ｕｉｖｊ）＋ｇ０（ｖｊ）＝
ｇ０（ｕ１）＋ｇ０（ｕ１ｖ１）＋ｇ０（ｖ１）＝

ｇ０（ｕ１）＋ｇ０（ｖ１）＋ｋ＋（２ｎ－２）ｄ＝
２ｋ＋（２ｎ＋ｓ－１）ｄ

利用ｆ定义Ｔ的一个标号ｆ′为：
ｆ′（ｗｉ）＝ｆ（ｗｉ）＋１，ｉ∈［１，ｐ］；ｆ

￠（ｗｉｗｊ）＝
ｋ＋ｎｄ（｜ｆ（ｗｉ）－ｆ（ｗｊ）｜＋ｐ）－ｄ

接下来，按照 ｐ的奇偶性，我们分别来找到对称树
Ｇ 的一个标号ｇ。

情形１　当ｐ＝２β时，从而有 ｜Ｘ｜－｜Ｙ｜＝
０。令λ＝５ｎｄβ＋２ｋ－ｄ。定义对称树Ｇ的标号ｇ如下：
　　（ｖ）当ｌ∈［１，β］时，令ｇ（ｕｌ，ｉ）＝ｎｄ（ｌ－１）＋
ｇ０（ｕｉ），ｉ∈［１，ｓ］；ｇ（ｖｌ，ｊ）＝ｋ＋ｎｄ（β＋ｌ－１）＋
ｇ０（ｖｊ）－ｇ０（ｖ１），ｊ∈［１，ｔ］；对边ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ∈Ｅ（Ｇ），
令ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＝ｇ０（ｕｉｖｊ）＋２ｎｄ（２β－ｌ）。

０７
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（ｖｉ）当ｌ∈［β＋１，２β］时，令ｇ（ｕｌ，ｉ）＝ｋ＋
ｎｄ（３β＋１－ｌ）＋ｇ０（ｕｉ）－（ｓ＋１）ｄ，ｉ∈ ［１，ｓ］；
ｇ（ｖｌ，ｊ）＝ｎｄ（２β－ｌ）＋ｇ０（ｖｊ）－ｋ＋ｄ，ｊ∈［１，ｔ］；
对边ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ∈Ｅ（Ｇ），令ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＝ｎｄ（２ｌ－３）
＋ｇ０（ｕｉｖｊ）。
下面证明标号ｇ是树 Ｇ 的（ｋ，ｄ）－超级集有

序边魔幻全标号。当ｌ∈［１，β］，ｉ∈［１，ｓ］和ｊ∈
［１，ｔ］时，Ｈｌ的每一条边ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ满足

ｇ（ｕｌ，ｉ）＋ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＋ｇ（ｖｌ，ｊ）＝
ｎｄ（ｌ－１）＋ｇ０（ｕｉ）＋ｋ＋

ｎｄ（β＋ｌ－１）＋ｇ０（ｖｊ）－ｇ０（ｖ１）＋ｇ０（ｕｉｖｊ）＋
２ｎｄ（２β－ｌ）＝ｎｄ（５β－２）＋ｋ－ｇ０（ｖ１）＋

［２ｋ＋（２ｎ＋ｓ－１）ｄ］＝
ｎｄ（５β－２）＋ｋ－（ｋ＋ｓｄ）＋

［２ｋ＋（２ｎ＋ｓ－１）ｄ］＝５ｎｄβ＋２ｋ－ｄ＝λ
当 ｌ∈［β＋１，２β］，ｉ∈［１，ｓ］和ｊ∈［１，ｔ］时，Ｈｌ
的每一条边ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ满足

ｇ（ｕｌ，ｉ）＋ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＋ｇ（ｖｌ，ｊ）＝
ｋ＋ｎｄ（３β＋１－ｌ）＋ｇ０（ｕｉ）－
（ｓ＋１）ｄ＋ｎｄ（２β－ｌ）＋ｇ０（ｖｊ）－
ｋ＋ｄ＋ｎｄ（２ｌ－３）＋ｇ０（ｕｉｖｊ）＝

ｎｄ（３β＋１－ｌ＋２ｌ－１＋２β－ｌ）－ｄ＋２ｋ＝
５ｎｄβ＋２ｋ－ｄ＝λ

因为，当ｌ∈［１，２β］，ｉ∈［１，ｓ］，以及ｊ∈［１，ｔ］
时，ｇ（ｕｌ，ｉ）＋ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＋ｇ（ｖｌ，ｊ）＝λ。故，ｇ是 Ｈｌ
（ｌ∈［１，２β］）的一个使得 ｇ（ｕｌ，ｉ）＋ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＋
ｇ（ｖｌ，ｊ）＝λ的标号。

不难发现，树Ｔ和树Ｈ的重合顶点具有任意性。
对于树Ｔ和树Ｈｉ（ｉ∈［１，ｐ］）的重合顶点来说，当
Ｈｌ的顶点ｕｌ，ｉ与树Ｔ的顶点ｗｌ重合时，用ｇ（ｕｌ，ｉ）来
替换ｆ′（ｗｌ）；Ｈｐ－ｌ的顶点ｕｐ－ｌ，ｓ＋１－ｉ与树Ｔ的顶点ｗｐ－ｌ
重合 时 （ｌ∈ ［１，β］），用 ｇ（ｕｐ－ｌ，ｉ）来 替 换
ｆ′（ｗｐ－ｌ，ｉ）（ｉ∈ ［１，ｓ］），然后定义 ｇ（ｗｉｗｊ） ＝
ｆ′（ｗｉｗｊ），ｗｉｗｊ∈Ｅ（Ｔ）。另一方面，当ｌ∈［１，β］，
树Ｈｌ的顶点ｖｌ，ｊ与树Ｔ的顶点ｗｌ重合时，用ｇ（ｖｌ，ｊ）
来替换ｆ′（ｗｌ），Ｈｐ－ｌ的顶点 ｖｐ－ｌ，ｔ＋１－ｊ与树 Ｔ的顶点
ｗｐ－ｌ重合时，用ｇ（ｖｐ－ｌ，ｊ）来替换ｆ（（ｗｐ－ｌ，ｊ），ｊ∈［１，
ｔ］；最后定义ｇ（ｗｉｗｊ）＝ｆ（（ｗｉｗｊ），ｗｉｗｊ∈Ｅ（Ｔ）。至
此，对称树Ｇ 的标号ｇ已经全部给出。

考察对称树Ｇ 的边ｗｉｗｊ的标号，得到
ｆ′（ｗｉ）＋ｆ′（ｗｉｗｊ）＋ｆ′（ｗｊ）＝

ｇ（ｕｉ，ｌ）＋ｇ（ｗｉｗｊ）＋ｇ（ｕｊ，ｓ＋１－ｌ）＝
ｎｄ（ｉ－１）＋ｇ０（ｕｌ）＋ｋ＋
ｎｄ（｜ｆ（ｗｉ）－ｆ（ｗｊ）｜＋ｐ）－

ｄ＋ｋ＋ｎｄ（３β＋１－ｊ）＋ｇ０（ｕｓ＋１－ｌ）－（ｓ＋１）ｄ＝

ｎｄ（ｉ＋ｊ－ｉ＋５β－ｊ）＋２ｋ－ｄ＝
５ｎｄβ＋２ｋ－ｄ＝λ，ｌ∈［１，ｓ］；
ｆ′（ｗｉ）＋ｆ′（ｗｉｗｊ）＋ｆ′（ｗｊ）＝
ｇ（ｖｉ，ｌ）＋ｇ（ｗｉｗｊ）＋ｇ（ｖｊ，ｔ＋１－ｌ）＝

ｋ＋ｎｄ（β＋ｉ－１）＋ｇ０（ｖｌ）－ｇ０（ｖ１）＋
ｋ＋ｎｄ（｜ｆ（ｗｉ）－ｆ（ｗｊ）｜＋ｐ）－ｄ＋
ｎｄ（２β－ｊ）＋ｇ０（ｖｔ＋１－ｌ）－ｋ＋ｄ＝
ｎｄ（β＋ｉ－１＋ｊ－ｉ＋２β＋２β－ｊ）＋

ｇ０（ｖｌ）－ｓｄ＋ｇ０（ｖｔ＋１－ｌ）＝
ｎｄ（５β－１）＋ｋ＋（ｓ＋ｌ－１）ｄ－

ｓｄ＋ｋ＋（ｓ＋ｔ－ｌ）ｄ＝
ｎｄ（５β－１）＋２ｋ＋（ｌ－１）ｄ＋（ｎ－ｌ）ｄ＝

５ｎｄβ＋２ｋ－ｄ＝λ，ｌ∈［１，ｔ］
综合上述推理，可知对称树 Ｇ 的顶点二部划分
（Ｘ，Ｙ）满足ｇ（Ｘ）＜ｇ（Ｙ），其中

ｇ（Ｘ）＝｛ｇ（ｕｌ，ｉ）｜ｌ∈［１，β］，
ｉ∈［１，ｓ］｝∪｛ｇ（ｖｌ，ｊ）｜ｌ∈［β＋１，２β］，

ｊ∈［１，ｔ］｝，
ｇ（Ｙ）＝｛ｇ（ｕｌ，ｉ）｜ｌ∈［β＋１，２β］，

ｉ∈［１，ｓ］｝∪｛ｇ（ｖｌ，ｊ）｜ｌ∈［１，β］，ｊ∈［１，ｔ］｝．
边标号集合 ｇ（Ｅ（Ｇ））＝［ｋ＋２ｎｄβ，ｋ＋４ｎｄβ－
１］。此时，已经得到：

（ｖｉｉ）对每一条边ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ∈Ｅ（Ｇ），ｌ∈［１，２β
＋１］，ｉ∈ ［１，ｓ］，ｊ∈ ［１，ｔ］，有 ｇ（ｕｌ，ｉ）＋
ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＋ｇ（ｖｌ，ｊ）＝λ；

（ｖｉｉｉ）对树Ｔ的每一条边 ｗｉｗｊ，ｉ∈ ［１，β］，ｊ
∈［β＋１，２β］，有ｆ′（ｗｉ）＋ｆ′（ｗｉｗｊ）＋ｆ′（ｗｊ）＝λ。
故当ｐ为偶数时，标号ｇ是对称树Ｇ的（ｋ，ｄ）－超
级集有序边魔幻全标号。

情形 ２　ｐ＝２β＋１，则有 　
　
｜Ｘ｜－｜Ｙ｜＝１。

令μ＝２ｋ＋（５β＋２）ｎｄ＋（ｓ－１）ｄ。定义Ｇ的一个
标号ｇ如下：

（ｉｘ）当ｌ∈［１，β＋１］时，令ｇ（ｕｌ，ｉ）＝ｎｄ（ｌ
－１）＋ｇ０（ｕｉ），ｉ∈［１，ｓ］；ｇ（ｖｌ，ｊ）＝ｎｄ（β＋ｌ－１）
＋ｇ０（ｖｊ），ｊ∈ ［１，ｔ］；对边 ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ∈ Ｅ（Ｇ），令
ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＝２ｎｄ（２β＋１－ｌ）＋ｇ０（ｕｉｖｊ）。

（ｘ）当ｌ∈［β＋２，２β＋１］时，令ｇ（ｕｌ，ｉ）＝ｋ＋
ｎｄ（３β＋２－ｌ）－ｄ＋ｇ０（ｕｉ），ｉ∈ ［１，ｓ］；ｇ（ｖｌ，ｊ）＝
ｎｄ（２β＋１－ｌ）＋ｄ＋ｇ０（ｖｊ）（ｋ，ｊ∈［１，ｔ］；对边ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ
∈Ｅ（Ｇ），令ｇ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＝ｎｄ（２ｌ－３）＋ｇ０（ｕｉｖｊ）。

证明的其余部分完全类似于情形１，故不再赘
述。综合情形１和情形２的论证，定理得证。

图３和图４中给出了说明定理２的一个例子。
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图３　（ｋ，ｄ）－优美树Ｈ１，…，Ｈ７和集有序优美树Ｔ

Ｆｉｇ３　（ｋ，ｄ）－ｇｒａｃｅｆｕｌｔｒｅｅｓＨ１，…，Ｈ７ａｎｄｓｅｔ－ｏｒｄｅｒｅｄｇｒａｃｅｆｕｌｔｒｅｅＴ

图４　对称树 Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ｜Ｖ（Ｔ）[ ]
｜

Ｆｉｇ４　Ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒｅｅ Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ｜Ｖ（Ｔ）[ ]
｜

２７



　第 ６期 赵喜杨等：探讨树的（ｋ，ｄ）－边魔幻全标号

　　推论１　设树Ｈ有（ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻
全标号，树Ｔ是集有序优美树，且其顶点集二部划
分 （Ｘ，Ｙ）满足 ｜Ｘ｜－｜Ｙ｜≤１，则对称树 ＜Ｔ；
Ｈ＞具有 （ｋ，ｄ）－超级集有序边魔幻全标号。
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